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1 Einleitung

Jede eigentliche Gruppenvarietét iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k ist
eine abelsche Varietit.

Haufig findet man dies als Definition, etwas intuitiver im Fall k¥ = C ist allerdings
der folgende Zugang: Wir starten mit einem n-dimensionalen Vektorraum V' und einem
Gitter A C V, d.h. einem freien Z-Modul von maximalem Rang. Der Quotient 7" := V/A
heifit komplexer Torus. Aus Sicht der algebraischen Geometrie stellt sich nun die Frage,
in welchen Fillen sich 7" in den projektiven Raum einbetten l&sst. Fiir eindimensionale
komplexe Tori, also elliptische Kurven, ist dies stets mdglich; im allgemeinen Fall kann
diese Frage durch das Studium von Geradenbiindeln beantwortet werden. Diejenigen
Tori, die sich als abgeschlossene Untervarietdt von P¢ realisieren lassen, nennt man
abelsche Varietiten tiber C.

Ziel der Kleinen AG ist es, die Theorie der abelschen Varietdten von Null an zu er-
lernen. Wir starten zur Motivation mit einer Zusammenfassung der Theorie iiber den
komplexen Zahlen und versuchen anschliefend ausfiihrlich, diese — so gut es geht — in die
algebraische Situation zu kopieren. Wir werden dabei unter Anderem die Picardgruppe
und ihre Beschreibungen, die duale abelsche Varietdt und das Poincarebiindel studie-
ren. Literaturtechnisch werden wir uns fiir den ersten Teil an dem Standardwerk [1], fiir
den zweiten Teil an dem Klassiker [6] orientieren. Es soll ungefihr der Inhalt der ersten
vier Kapitel aus [1] behandelt werden, allerdings, wo dies moglich ist, nicht iiber den
komplexen Zahlen, sondern iiber einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen Kérper.

Abelsche Varietéiten sind deswegen so interessante geometrische Objekte, weil man vie-
le Fragen sehr explizit formulieren und beantworten kann. Vieles ldsst sich auf lineare
Algebra zuriickfithren, und daneben steht der ganze Apparat der algebraischen Geome-
trie zur Verfiigung. Es boten sich daher diverse spannende Weiterfithrungen des Themas
an: Modulrdume abelscher Varietdten und spezielle Untervarietiten, das Schottkypro-
blem, Endomorphismen abelscher Varietdten, Shimuravarietiten, arithmetische Fragen
und vieles mehr. Fiir dieses Mal wollen wir uns jedoch auf das Erlernen der Grundlagen
beschrénken.



2 Das Programm

1. Vortrag (45 Min.): Komplexe Tori

Es soll nach [1] vorgegangen und die Definition, die Kohomologie und die Hodgezerle-
gung eines komplexen Torus erklért werden. Fiir die Behandlung von Geradenbiindeln
bendtigen wir Automorphiefaktoren (Anfang von Anhang B). Die erste Chernklasse ei-
nes Geradenbiindels sollte mit dem Hinweis auf den Zusammenhang zwischen hermite-
schen und alternierenden ganzzahligen Formen erldutert werden. Danach sollte der Satz
von Appell-Humbert (2.2.3) erklirt und dessen Beweis skizziert werden. Damit konnen
der kanonische Automorphiefaktor eines Geradenbiindels eingefiihrt und einige Eigen-
schaften von Geradenbiindeln (Abschnitt 2.3) hergeleitet werden. (Dabei sollte auf den
Beweis von Lemma 2.3.2 eingegangen werden, die weiteren Resultate werden im dritten
Vortrag in der allgemeineren Situation bewiesen und kénnen daher hier ohne Beweis
angeschrieben werden.) Schliefllich noch die Definition einer Thetafunktion zu einem
Automorphiefaktor geben (Abschnitt 3.2).

Das Gewicht des Vortrages sollte auf der Beschreibung von Geradenbiindeln und der
Picardgruppe liegen.

2. Vortrag (45 Min.): Projektive Einbettungen

Der zweite Vortrag soll zunéchst einen kurzen Abriss {iber die Kohomologie von Gera-
denbiindeln auf komplexen Tori geben. Hier sollten definitiv nur die wichtigen Ergebnisse
aus Kapitel 3 in [1] einbezogen und diese auch nur referiert werden. Als ,, wichtig® darf da-
bei alles betrachtet werden, was in den Abschnitten 4 bis 6 dieses Kapitels als ,, Theorem*
bezeichnet wird, zuziiglich Korollar 2.8 und Lemma 6.4. Aus Griinden der Zeitersparnis
und besseren Ubersicht kénnte man sich iiberlegen, manche der aufgefithrten Ergebnisse
tabellarisch zusammenzufassen und eventuell nur eine Auswahl vorzustellen.

Danach sollte der duale komplexe Torus (Kap. 2.4 in [1]), insbesondere Prop. 2.4.1, Cor.
2.4.4, Lemma 2.4.5 sowie die Beziehung von K (L) und A(L) behandelt werden. Danach
sollte das Poincarebiindel und wenn moglich kurz seine Konstruktion erldutert sowie
Lemma 2.5.6 vorgestellt werden.

Hernach kann der Begriff der Polarisierung eingefiithrt (Kap. 4.1), die Riemannrelatio-
nen erldutert (Kap. 4.2) sowie die Charakterisierung ampler Geradenbiindel aus Prop.
4.5.2 und die Theoreme 4.5.1 (Lefschetz) und 4.5.4 mit moglichst viel der Beweisideen
vorgestellt werden.

Das Gewicht des Vortrages sollte auf diesem letzten Teil, d.h. Kapitel 4 in [1] liegen.

3. Vortrag (45 Min.): Abelsche Varietéiten I

Mit diesem Vortrag wollen wir die allgemeine Theorie der abelschen Varietéten iiber ei-
nem beliebigen algebraisch abgeschlossenen Kérper k = k beginnen. Wir werden uns bei
den folgenden Literaturangaben stets auf [6] beziehen. Zunéchst soll die Definition einer
abelschen Varietdt (Kap. I1.4, S. 39) gegeben, das Starrheitslemma (,,Rigidity Lemma*,
S. 43) bewiesen und die anschlieBenden Korollare 1 und 2 gefolgert werden. Danach das



Theorem im Anhang zu Kap. I1.4 (S. 44) anschreibend erwihnen, aber auch nicht mehr
dazu.

Nun sollte der Satz von der Wippe (,,Seesaw Theorem*, Cor. 6 in II.5, S.54) vorgestellt
werden. Hierbei sollten die algebraischen Vorbemerkungen der vorangehenden Seiten
(etwa S.46 bis S.52, ist aber weniger, als es sich anhort) lediglich kondensiert, jedoch
aufgefiithrt, und das Korollar damit bewiesen werden. Mit dieser Vorbereitung soll der
Satz vom Wiirfel (, Theorem of the Cube“ in Kap. I1.6, S.55) sowie die darauf folgenden
Korollare 1 bis 4 bewiesen werden.

4. Vortrag (45 Min.): Abelsche Varietiten 11

Nun kénnen wir die diversen Anwendungen ([6], Application 1 bis 3 auf S. 60 ff. bis
einschlieflich zur Proposition auf S. 64 oben) des Theorems auf Geradenbiindel, Divi-
sibilitdt und n-Torsionspunkte in voller Linge diskutieren, wobei gegebenenfalls noch
fehlende Definitionen der unmittelbar vorangehenden Seiten ergénzt werden miissen.
Danach Theorem 4 (S. 72) mit Beweis erldutern und Korollar 1 schlussfolgern.

Als Nichstes widmen wir uns der dualen abelschen Varietdt, Kap. 11.8, in Charakte-
ristik Null. Die Definition geben (S. 74) und die darauf folgenden Punkte (i) bis (vii)
abarbeiten. Das Theorem 1 (S.77) beweisen und die anschlieBende Diskussion des Poin-
carebiindels (bis S.80) fiihren.

Falls Zeit bleibt, konnte man anschliefend noch auf die duale abelsche Varietét in belie-
biger Charakteristik eingehen (Ende von Abschnitt I11.13).

5. Vortrag (45 Min.): Beispiele und Ausblick

Das klassische Beispiel einer abelschen Varietét ist die Jacobivarietét einer glatten pro-
jektiven Kurve vom Geschlecht g iiber C, vgl. [1, Abschnitt 11.1]. Neben der Definition
und der universellen Eigenschaft (11.4.1) sollten hier die Sdtze von Abel-Jacobi und
Torelli erwdhnt werden.

AnschlieBend soll ein Ausblick in verschiedene Richtungen gegeben werden, dafiir kénnte
man etwa eine Auswahl der folgenden Punkte ansprechen:

e Modulproblem: Die Siegelsche obere Halbebene parametrisiert die Menge der po-
larisierten abelschen Varietdten eines gegebenen Polarisationstyps D mit symplek-
tischer Basis ([1, Abschnitt 8.1])

e Zusammenhang zu Hodgestrukturen und Shimuravarietdten: Abelsche Varietéten
iitber C sind durch ihre Hodgestruktur auf der ersten Kohomologie eindeutig be-
stimmt. Diesen Zusammenhang erldutern, etwa nach Milne ([4], Kapitel 6, insbe-
sondere Theorem 6.8).

e arithmetische Fragen: abelsche Varietéten iiber endlichen Koérpern, Zetafunktion
einer abelschen Varietdt, Zusammenhang zwischen der etalen Kohomologie einer
Kurve und der Zetafunktion ihrer Jacobivarietét (kombiniere dafiir [2, Rem. 11.2]
bzw. [3, Thm. 15.1] mit [5, Cor. 9.6]).



Literatur

[1] C. Birkenhake, H. Lange: Complex Abelian Varieties, Grundlehren der mathemati-
schen Wissenschaften 302, Springer 1992.

[2] J. S. Milne: Abelian Varieties, Vorlesungsskript 19981

[3] J. S. Milne: Abelian Varieties, in: G. Cornell, J.H. Silverman (Hg.), Arithmetic
Geometry, Springer 19862,

[4] J. S. Milne: Introduction to Shimura varieties, in: J. Arthur, R. Kottwitz (Hg.),
Harmonic Analysis, the Trace Formula and Shimura Varieties, AMS 20053.

[5] J. S. Milne: Jacobian Varieties, in: G. Cornell, J.H. Silverman (Hg.), Arithmetic
Geometry, Springer 19862

[6] D. Mumford: Abelian Varieties, Oxford University Press 1970.

verfiigbar unter http://www. jmilne.org/math/CourseNotes/math731.html
verfiighar unter http://www. jmilne.org/math/articles/1986b.pdf
verfiigbar unter http://www.jmilne.org/math/Preprints/svi.pdf

1
2
3
4verfiigbar unter http://www.jmilne.org/math/articles/1986c.pdf



